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1. Mengen und Funktionen

Bezeichnungsweisen.

An Symbolen aus der Logik verwenden wir
vV fir alle
3 es gibt (bzw. es existiert)
A= B Aus A folgt B
A< B Aus B folgt A (ie. B= A)
A< B A gilt genau dann, wenn B gilt
(dh. A= B und B= A)

Ist a Element einer Menge A, so schreibt man a € A, ist das nicht der
Fall, so schreibt man a ¢ A.

Ist A eine Menge und FE eine Eigenschaft, dann bedeutet FE(a), dass
auf a € A die Eigenschaft E zutrifft. Die Menge derjenigen Elemente
a € A, fir die F(a) zutrifft, wird mit {a € A : FE(a)} bezeichnet.

(Beispiel. Wir betrachten die Menge N der natiirlichen Zahlen, F sei
die Eigenschaft ”durch 2 teilbar”. Dann ist {a € N : FE(a)} offenbar
die Menge der geraden natiirlichen Zahlen.)

Spezielle Mengen, die oft vorkommen, tragen feste Bezeichnungen.
0 leere Menge
N Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}
Ny  Menge der natiirlichen Zahlen einschlielich 0
Z Menge der ganzen Zahlen {..., —2,—1,0,1,2,...}
Q Menge der rationalen Zahlen {g . p,q€Z, q#0}
R Menge der reellen Zahlen

R,  Menge der positiven reellen Zahlen {x € R : x > 0}



R_ Menge der negativen reellen Zahlen {r € R : z < 0}
C Menge der komplexen Zahlen {a +ib : a,b € R}

Rechnen mit Mengen.

ACB , wenn a€ A = a€ B (A ist Teilmenge von B)

ADB , wenn BCA (A ist Obermenge von B)

A=B , wenn ACB und BCA

A\B={a€ A : a¢ B} (Differenzmenge)

P(A) ist die Menge aller Teilmengen von A (Potenzmenge von A)

A x B ist die Menge der geordneten Paare (a,b) mit a € A, be B
(Produkt der Mengen A und B)

Ay x Ay X ... x A, ist die Menge der sogenannten geordneten n-Tupel

(a1, a9,...,a,) mit a; € A; fir i=1,2,...,n

(Produkt der Mengen Aj, Ao, ..., A,)

Ist Ay = Ay = ... = A, = A, so schreibt man fiir A; x Ay x ... x A,
auch A"

Ist I eine Menge (Indexmenge) und A; eine Teilmenge von A fiir jedes
1 € I, dann definiert man

UAi={zre A : i mit z € A;}
el
NA={x€A : Vigil €A}
el

Per definition ist |J A; =0 und N A4;=A4

i€l i€l

Es gelten dabei die Regeln von de Morgan :

AN (U Bi) = N(A\ Bi) und

A\ (QBZ) = LGJI(A \ B;)



Relationen.

Eine Relation auf einer Menge A ist eine Teilmenge R C A x A .

Gilt (a,b) € R, so schreibt man auch aRb und sagt, dass a in Relation
zu b steht (bzgl. der jeweils betrachteten Relation R).

Eine Relation R auf A heift
reflexiv , wenn aRa fiir alle a € A gilt
symmetrisch , wenn aRb = bRa
transitiv , wenn gilt : aRb und bRc = aRc

antisymmetrisch , wenn gilt : aRb und bRa = a=0»

Bemerkung. Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation heift
auch Aquivalenzrelation.

Beispiel. R = {(a,b) € Z xZ : b—a ist durch 2 teilbar} ist eine
Aquivalenzrelation auf der Menge Z.

Eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation auf einer Menge
A heifit eine Partialordnung auf A und wird haufig mit dem Symbol
< bezeichnet.

Beispiel. Fiir By, By C A ist By < By wenn B; C By eine Partialord-
nung auf der Potenzmenge von A .

Man beachte dabei, dass zwei Teilmengen von A i.a. nicht vergleichbar
sein miissen, d.h. es wird Teilmengen B;, By C A geben, sodass weder
Bl Q BQ noch B2 Q B1 gllt

Gilt allerdings fiir eine Partialordnung < auf A, dass fiir je zwei Elemente
a,b e A stets a <b oder b<a gilt (d.h. je zwei Elemente sind stets
vergleichbar), dann heift < eine lineare Ordnung.

Beispiel. Die tiibliche Ordnung auf R ist eine lineare Ordnung.

Sei nun < eine Partialordnung auf A und B C A. Dann heifit



ap € A kleinstes Element von A, wenn aqy<a Vae A
a; € A grofites Element von A, wenn a<a; Va€e A
ap € A minimales Element von A, wenn a <ay = a = qy

a1 € A maximales Element von A, wenn a1 <a = a; =a

a; € A obere Schranke von B ,wenn b<a; Vbe DB

ap € A untere Schranke von B, wenn ay<b Vbe B

Falls es eine kleinste obere Schranke von B gibt (d.h. die Menge der
oberen Schranken von B besitzt ein kleinstes Element), dann heifit
dieses Element das Supremum von B und wird mit sup B
bezeichnet.

Falls es eine grofite untere Schranke von B gibt, dann heifit dieses
Element das Infimum von B und wird mit inf B bezeichnet.

Beispiel. Die Menge {z € Q : 2? < 2} besitzt zwar obere Schranken in
Q, aber kein Supremum in Q. Diese Tatsache ist iibrigens eine wichtige
Motivation fiir die Erweiterung der rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen.

Eine fundamentale Eigenschaft von R kommt im folgenden Satz zum
Ausdruck

Satz. Jede nach oben beschrankte Teilmenge von R besitzt ein Supre-
mum. Jede nach unten beschrankte Teilmenge von R besitzt ein Infimum.



Funktionen.

Der Begriff der ”Funktion” oder ”Abbildung” ist zentral in der ganzen
Mathematik. Dabei wird jedem Element einer Menge (der Definitions-
menge) mittels einer Vorschrift genau ein Element einer anderen Menge
zugeordnet, es werden also die Elemente von zwei Mengen in Beziehung
zueinander gesetzt.

Die bekannte Schreibweise lautet f : D — B , wobei D der Defini-
tionsbereich und B der Bildbereich (oder Wertebereich) ist.

D.h. also, dass f eine Vorschrift ist, die jedem z € D genauein f(z) € B
zuordnet, x € D +— f(z) € B .

Zu Dy C D heiit f(Dy)={f(x) : v € D} das Bild von D .
Zu By C B heit f'(B;)={x €D : f(x) € By} das Urbild von B

Beispiel 1. f:R — R mit f(z)=2%.

Beispiel 2. Die Vorschrift z(t) = vyt —$t* beschreibt die Hohe bei einem
Wurf mit Geschwindigkeit vy zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Einem Zeitpunkt ¢ € R wird dadurch die Hohe z(t) € R zugeordnet.

Wir erhalten also eine Funktion z: R — R .

Bemerkung. In der Praxis wird haufig lediglich die Abbildungsvorschrift
angegeben und es ist dann der Definitions- bzw. Wertebereich erst zu
bestimmen.

Beispiel 1. f(l') = m s D = R\ {—3, 2}

Beispiel 2. f(z)=lnz , D={zx€R : >0}

Beispiel 3. f(zr)=vz—2 , D={xz€eR : z>2}

Definition. Eine Funktion f : D — B heifit injektiv, wenn f(a) =
f(b) = a=>b gilt.



Dies bedeutet, dass ein Element y € B (wenn iiberhaupt) von hochstens
einem x € D erreicht wird.

Beispiel. f:R — R mit f(z) =z — 1 ist offenbar injektiv.
Beispiel. f: R — R mit f(z) = 2* ist nicht injektiv, weil etwa
f(=2) = f(2) =4 ist.

Schranken wir allerdings den Definitionsbereich auf [0,00) ein, i.e. betra-
chten wir f:[0,00) — R mit f(z) = 22 , dann erhalten wir eine injektive
Funktion !

Man beachte weiters, dass es zu y = —1 kein z € R gibt, sodass

flx)=y .

Definition. Eine Funktion f : D — B heifit surjektiv, wenn V y €
B JxeD mit f(z)=vy.

Dies bedeutet, dass jedes y € B von zumindest einem z € D erreicht
wird.

Beispiel. f:R — R mit f(z) =2 — 1 ist auch surjektiv.
Ist y € R gegeben, dann gilt fir z =y +1 dass f(z)=1y.

Beispiel. f:R — R mit f(z)=2? ist nicht surjektiv (siche vorher).

Schrénken wir allerdings den Bildbereich auf [0,00) ein, i.e. betrachten
wir f:R — [0,00) mit f(z) = 2? , dann erhalten wir eine surjektive
Funktion !

Definition. Eine Funktion f: D — B heifit bijektiv wenn sie sowohl
injektiv als auch surjektiv ist.

Dies bedeutet, dass es zu jedem y € D genau ein x € D gibt mit
f(x) = y . Die Elemente von B und D stehen damit in einer 1-1
Entsprechung zueinander.

Beispiel. f:R — R mit f(z)=2?% ist bijektiv.

Beispiel. f:[0,00) — [0,00) mit f(x)=2? ist bijektiv.



Die Bedeutung von bijektiven Funktionen liegt u.a. darin, dass die soge-
nannte Umkehrfunktion f~! existiert (nicht zu verwechseln mit dem
Urbild von Teilmengen !).

Ist f:D — B bijektiv, dann kénnen wir eine Abbildung f=': B — D
definieren, namlich indem wir jedem ¥y € B jenes eindeutig bestimmte
x € D zuordnen, fiir das f(z) =y gilt, also f1(y) == .

Bemerkung. Sind zwei Abbildungen f: D — B und ¢g: C — FE
gegeben und ist f(D) C C', dann kann die Komposition (Hintereinan-
derausfithrung) der beiden Abbildungen definiert werden durch

gof:D—FE mit (go f)(z)=g(f(r))

(Beispiel: f(x) =2 +x, g(y) =siny = (go f)(z) =sin(z* +z) )

Damit gilt offenbar fiir eine bijektive Abbildung f: D — B, dass
(flof)(z)=2 VazeD und (fof Yy =y VycB ist

Beispiele.
f(:l?) =3z f_l(y) 3
fl@)=¢", fy)=Iny
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Bemerkung. Geometrisch werden bei der Bildung der Umkehrfunktion
die z-Achse und y-Achse vertauscht. Dies entspricht einer Spiegelung an
der Geraden y =z .

Y- x~2 v 4




Weitere Eigenschaften von Funktionen f:R — R.

(a) Eine Funktion f(x) heiit gerade (oder symmetrisch) wenn
f(=z) = f(x) VaeeD

Veranschaulichung: Betrachte Spiegelung an der y-Achse.

Beispiele. f(z) =2? , f(z) =cosz

Eine Funktion f(x) heifit ungerade (oder schiefsymmetrisch) wenn
f(=x)=—f(x) VYxeD
Veranschaulichung: Betrachte Punktspiegelung am Ursprung.
Beispiele. f(z) =2* |, f(z) =sinx
Bemerkung. Jede Funktion f(x) kann als Summe einer geraden Funk-
tion und einer ungeraden Funktion dargestellt werden.
g(z) = 1(f(z) + f(—x)) ist gerade (gerader Anteil von f(z))
h(z) = L(f(z) — f(—x)) ist ungerade (ungerader Anteil von f(z))

2
Offenbar ist f(x) = g(z) + h(z) .

(b) Eine Funktion f(z) heifit
monoton fallend, wenn x; < xo = f(z1) > f(z2)

streng monoton fallend, wenn z; < zo = f(x1) > f(22)
monoton steigend, wenn x; < xo = f(x1) < f(z2)

streng monoton steigend, wenn z; < xo = f(z1) < f(z2)

Beispiel. Die Funktion f(x) = z* ist im Bereich (—o0,0] streng
monoton fallend, und im Bereich [0,00) streng monoton steigend.

Bemerkung. Eine streng monotone Funktion ist stets injektiv !

(c) Eine Funktion f(z) heifit stetig an der Stelle z(, wenn



lim f(z) = f(zo) .

T—To

Obiger Ausdruck bedeutet, dass fiir jede Folge (x,) mit =z, — xg gilt
dass f(zn) = f(z0) -

(Der Begriff der konvergenten Folge - zentral fiir Grenzwertbildungen in
der Analysis - wird eingehender in der Vorlesung ” Differenzialrechnung”
behandelt)

f(z) heifit stetig in einem Intervall [zq,25] , wenn f(x) stetig an jedem
T € [x1,19] ist.

Beispiel. Betrachten wir die Funktion

0 fallsxz <0
o) _{ 1 falls >0

An der Stelle 2o =0 gilt O(xy) =1 . Fiir die Folge =z, = —% Vn gilt
O(z,) =0 — 0 # O(xg) . Also ist O(x) unstetig an der Stelle xqg = 0 .
Dieser Typ von Unstetigkeit heifit ” Sprungstelle”.

Man iiberlegt sich leicht, dass O(z) an jedem =z # 0 stetig ist.

%y

S
} -
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Elementare Funktionen.

(a) Lineare Funktionen

Diese haben die Form f(z) = kx +d und stellen geometrisch eine Gerade
dar.

10



(b) Potenzfunktionen

Diese haben die Form f(x) =2" , n€Z.

p—t—

Die Potenzfunktionen sind gerade Funktionen falls n gerade ist, und sonst
ungerade.

(c) Polynome

Polynome sind Funktionen der Form P(z) = ag+ a1x + asx® + ... + a,z"

11



Falls a, # 0, heilit n der Grad des Polynoms. Sind alle Koeffizienten
a, € R (bzw. a, € C) , spricht man von einem reellen (bzw. komplexen)
Polynom.

Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat
genau n komplexe Nullstellen.

Ein Polynom P(x) = ag + ajx + asx? + ... + a,2" kann in der folgenden
Form ”faktorisiert” werden,

P(z) =ayn(z —z1)(x — 22) ... (T — Tp)

wobei die x; die (komplexen) Nullstellen des Polynoms bezeichnen. Kommt
eine Nullstelle mehrfach (k-mal) vor, so spricht man von einer k-fachen
Nullstelle. So hat etwa das Polynom P(z) = 2> — 2z + 1 die doppelte
Nullstelle z =1 .

Fir die Nullstellen eines quadratischen Polynoms gibt es die bekannten
geschlossenen Formeln

— /b2 —

x2+px+q:0 = $172:—§:t %Z—C]

i/

Zak fxa—x2+2x+1

Beispiel.

(d) Rationale Funktionen

Diese haben die Form f(z) = gg) ,wobei P(x) und @Q(z) Polynome sind.

~—

12



Sie sind fiir alle x , ausgenommen die Nullstellen von Q(x) , definiert.

Beispiel. f(x) = 4(36_93”)3)4?12‘2“)1(;%) , D=R\{-2,1,3}

¥

b
|
I

I

0 - 2 +17
4

4x-3)" = 1)(x+2)

2

Fir das Integrieren ist die Partialbruchzerlegung rationaler reeller Funk-
tionen von grofler Bedeutung.

Sei f(x) = g

Ist der Grad von P(z) > dem Grad von Q(z) , fiihrt man zuerst eine
Polynomdivision durch.

—

gegeben.

~—

Wir kénnen damit den Fall untersuchen, dass der Grad von P(z) < dem
Grad von Q(x) ist.

Als néchstes werden die Nullstellen von Q(z) bestimmt. Ist dabei xy eine
k-fache komplexe Nullstelle, dann ist auch die dazu konjugiert komplexe
Zahl Ty eine k-fache Nullstelle, und der Term (2 — x¢)*(z —Zp)* , der bei
der Faktorisierung von Q(z) auftritt, kann in der Form (2% + bz + ¢)¥
geschrieben werden, wobei nun b, c reell sind.

Wir kénnen also @Q(z) als Produkt von linearen reellen Polynomen und
quadratischen reellen Polynomen darstellen, wobei die quadratischen Poly-
nome durch die komplexen Nullstellen bedingt sind.

Beispiel. Q(z) = 2® —2*+ 2 — 1 hat als Nullstellen 1,7, —i .

13



Damit ist Q(z) = (z —1)(z —i)(x +1i) = (z — 1)(2* + 1) .
Tritt nun bei Q(x) ein Faktor der Form (z — z0)* auf, dann wihlt man

dafiir den Ansatz

=~ T P e o

T—xo (x—x0)? (x—x0)

Tritt bei Q(x) ein Faktor der Form (2% + bz + ¢)* auf, wihlt man den
Ansatz

Aix+By Asx+Bs Apz+ By,
x2+br+c + (x24bx+c)? + + (22+bx+c)k

Diese Ansétze werden nun addiert, wodurch man einen Ansatz fir 0
erhalt.

Beispiel. Seietwa P(z) =2 +7 und Q(z) = (z — 1)3(2* +1)% .

Dann ist
P(z) +7 A A A Byz+C Box+C.
0w = G @ e d T e ey T T g

Die auftretenden Koeffizienten werden dadurch bestimmt, dass linke Seite
und rechte Seite mit (x) multipliziert werden und ein Koeffizienten-
vergleich durchgefiihrt wird.

Beispiel. Betrachte f(x) = (x__f)”@il) =4 4 mil ,

Multiplikation mit (x — 1)(z + 1) ergibt
—x+4+2=Ax+1)+Bx—-1)=(A+B)x+ (A—-B) .

Vergleich der Koeffizienten des Polynoms auf der linken Seite mit den Ko-
effizienten des Polynoms auf der rechten Seite liefert

A+B=-1, A—-B=2.

Dieses lineare Gleichungssystem besitzt die Losung A =5, B = —

[\J [V

1
2

L1 w2 1.1 31
Folglich ist (J;—l)z;H—l) =271 27+

14



(e) Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

Diese haben die Form f(z) =an , k,n € N, zB. f(z) =27 , und sind
durch

zn = (xz+)* definiert.

Dabei ist v (n-te Wurzel von z) die Umkehrfunktion von y" .

Beispiel.

(f) Exponentialfunktion und Logarithmus
f(x) =e€" , wobei e die Euler’sche Zahl e =2 71828... bezeichnet.
Dies ist die einzige Funktion mit der Eigenschaft f'(z) = f(z) .

Bei vielen Prozessen in der Biologie und der Physik (Wachstum, Zerfall
etc.) ist die Anderungsrate proportional zur Grofle selbst. Diese Prozesse
werden durch die Exponentialfunktion beschrieben.

Man beachte : e* >0 V 2z und e* ist streng monoton steigend.

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist der (natiirliche) Loga-
rithmus Inx , welcher fiir x > 0 definiert ist.

Inx

Damit e"* =z bzw. In(e’) ==z .

15



Bemerkung. Die Exponentialfunktion wachst starker als jede Potenz z"
. Der Logarithmus wachst langsamer als jede Funktion T

Rechenregeln.

In(ab) =Ina+Inb, n¢=Ina—Inb, In(a’) =blna

Bemerkung. Der Logarithmus ermoglicht es, die Potenzfunktion auch
fiir nichtrationale Exponenten zu definieren.

 — (elnx)r — 6r1nx

Bemerkung. Der Zusammenhang zwischen natiirlichem und 10-er Log-
arithmus ist gegeben durch

T = 1010g10x — (eln lO)loglox — elogloxln 10

T = elnx

Folglich ist log,,x = ﬁ Inx .

(g) Trigonometrische Funktionen

Wir betrachten den Einheitskreis (Kreis mit Radius 1)

16



Jedem Punkt des Einheitskreises entspricht ein Winkel ¢ . Dieser Winkel
kann im Gradmaf (grad) oder im Bogenmaf} (rad) angegeben werden. Der
Zusammenhang ist dabei

__o,grad
rad=27%3

Beispiel. Dem Punkt (0,1) des Einheitskreises entspricht der Winkel

s

¢ = 5 1m Bogenmal bzw. ¢ =90° im Gradma.

Dem Punkt (—\/%, —\/%) entspricht der Winkel ¢ = ‘%r im Bogenmaf3
bzw. ¢ = 225° 1im GradmaZ.

Ist nun (x,y) ein Punkt des Einheitskreises mit Winkel ¢ , dann setzt
man

r =cose (Cosinus) und y =sing (Sinus) .

r=1

sin

cos

Weitere Definitionen sind tan ¢ = 222 = £ (Tangens) und
® T
1
cotp = G2 =7 =, (Cotangens)

17



Urspriinglich sind Sinus und Cosinus nur fiir Winkel = € [0,27) erklért.
Durch periodische Fortsetzung konnen diese Funktionen auf ganz R definiert
werden.

Ist ndmlich x € R dann gibt es ein n € Z und genau ein 2’ € [0, 27)
mit x =2’ 4+ 2nm . Man setzt sinz =sinz’ und cosx = cosz’ .

Die elementaren Identitiaten und Eigenschaften (Summentheoreme etc.)
sind von der Schule her bekannt bzw. in Formelsammlungen erfasst.

Die Nullstellen von sinz sind an den Stellen = = nm ,n € Z , die
Nullstellen des Cosinus an den Stellen z =5 +nm ,n€Z .

Der Tangens und der Cotangens konnen nun ebenfalls fortgesetzt werden.
Dabei ist der Tangens fiir alle x € R ausgenommen der Nullstellen des
Cosinus definiert, der Cotangens fiir alle z € R ausgenommen der Null-
stellen des Sinus.

‘Hb”/’:;’
P

18



2. Komplexe Zahlen

Eine Motivation fiir die Einfithrung der komplexen Zahlen kommt aus der
Tatsache, dass die Gleichung 2?>+1 = 0 im Zahlenkérper R nicht lsbar
ist, woraus sich insbesondere die Frage nach einer geeigneten Erweiterung
von R stellt.

Man fiihrt nun die imaginare Einheit ¢ ein, welche per definition die
Eigenschaft besitzt, dass i2 = —1 ist. Dadurch besitzt die obige Gleichung
2> +1=0 eine Losung, namlich = =1 .

Eine komplexe Zahl z ist dann ein Ausdruck der Form
Z:Slf—f—ly ) ZC,Z]ER,

wobei x = Rez der Realteil von 2z und y = Imz der Imaginarteil
von 2z heifit.

Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet.

Fiir diese zunachst symbolisch definierten Grofien miissen nun natiirlich
geeignete Operationen und Rechenregeln erklart werden.

Seien z=x+1y, z1=x1+1iy1, 20 =29+ 1ys € C
e Gleichheit von zwei komplexen Zahlen

21 = zy ist per definition genau dann wenn x; = x9 und y; = y»

e Addition bzw. Subtraktion
2+ 20 = (x1 + 22) + i(v1 + ¥2)

21— R = (5171 - f?) + i(yl - ZJQ)

e Multiplikation
2120 = (T + 11) (@2 + 1Y2) = 2172 + 1T1Y2 + 1T2Y1 + ZQZ/LUQ =
= (z172 — Y132) + U(T1Y2 + T201)

e Division
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Wir stellen uns zuerst die Frage, ob es zu einer gegebenen komplexen

Zahl z =ux+1y # 0 eine weitere komplexe Zahl w gibt mit zw = 1.

Wir schreiben dann w = % i

: 1 1 1 z—iy o x—iy
Formale Rechnung liefert e il Ryl

Y
I2+y2 .

Diese Zahl hat tatséchlich die Eigenschaft z-1 =1 .

2:_

T .
- $2+y2 [

Die Division von zwei komplexen Zahlen 2,2y mit 2o # 0 ist dann

2 1 _ zizoty1y9 - Tol1—L1Y2
2=z = = 1
22 1% z3+y3 T r3+Yy3

Beispiel. Sei 2z =3+421, 20 =2—4:
21+20=50—-21 , z1—2=14+60
2129 = (3+20)(2—4i) =14 — 8&i
Lo gediodeh

2 = (34 2i) (55 + £i)

22

1, 4
10 + gZ
Bemerkung. Die Addition und Multiplikation komplexer Zahlen hat die

Eigenschaft, dass im Falle komplexer Zahlen mit Imaginarteil 0 genau die
iiblichen Operationen fiir reelle Zahlen vorliegen.

e Konjugiert komplexe Zahl

z=ux —1y ist die zu z = x + 1y konjugiert komplexe Zahl

I\

Beachte: Rez =2 =22 | Imz =y ==

e Absolutbetrag
Beachte, dass 2z = 22 + y* stets reell und > 0 ist.

12| = V2Z = /2?2 +y2 > 0 heiBBt der Absolutbetrag von z .

20



Die komplexe Zahlenebene

Komplexe Zahlen konnen auf naheliegende Weise in der xy-Ebene dargestellt
werden. Man spricht dann von der komplexen Zahlenebene.

Fy
<

Z=X+iy

[z

T =|zlcosp, y=|zlsing ; |z| =+/22+y?, tanp =2

Die vom reellen Fall her bekannte Exponentialfunktion e* kann in geeigneter
Weise auf die Menge der komplexen Zahlen fortgesetzt werden, sodass die
iiblichen Eigenschaften erhalten bleiben.

Zentral dabei ist die Euler’sche Formel

€'Y =cosp +isiny

Damit erhalten wir weiter
e* = ' = e%eW = e%(cosy +isiny) und
z=1x+ iy = |z| cosp + i|z|sin p = |z|(cos ¢ + isin ) = |z]e?

(Polardarstellung von z)

Bemerkung. Man beachte, dass es wegen der Periodizitat von sin ¢ und
cos ¢ zu ein und derselben komplexen Zahl z unendlich viele ¢ mit der
Eigenschaft z = |z]e’? gibt. Man muf} also vorher festlegen, aus welchem
Intervall (der Lange 27) der Winkel ¢ kommen soll.

Beispiel. z2=1+41

H=VE, p=% = 2= yEei
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Weitere Eigenschaften.

o c¥e =1 also & =e"

o el = (cosy +isiny)(cosy +isiny) =
= (cos pcos )y — sinpsiny) + i(sin p cos Y + cos psiny) =
= cos(p + ) + isinp + 1) = el

o ()" =¢" =cosnp+isinng , ne€Z

e Zu z=|z|¢” #0 und n € N existieren genau n verschiedene
Zahlen wg,wy,...,w,—1 mit w; = z , namlich

N ) .. )
wy = z\(cos%’”nﬂsm%’”) , k=0,1,....n—1

(n-te Wurzeln von z)

+1

|~
[\)

Beispiel. Man bestimme die dritten Wurzeln von z =

Sl

n=3,z|=1, p=12

us

k=0 : wy=cos+ +isin

SUINE

:cos—+zsmﬁ

%+27r %-’-27‘(

3

—cos—+zsm?72r

k=1 : w; = cos + 72sin

T +4m +4rm
k=2 : wy=cosiz— —|—zsm43 (:08‘17—”—1—1511111727T
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3. Differenzialrechnung

Gegeben sei eine Funktion f: I — R, I CR ein Intervall.

fl@otAz)—f(zo)

Zu xy € I betrachten wir den Differenzenquotienten o

. _ fzot+Az)—f(20)
Offenbar ist tan o = == e o

Die Verbindungsgerade zwischen (zg, f(xo)) und (zo+ Az, f(zo + Az))
ist in gewisser Weise eine Annaherung an die mogliche Tangente im Punkt
xXo -

Existiert nun der Grenzwert lim Zet8ol=/(ro) _ df = f'(zo) , dann
Ax—0 Az . =

heift f(x) differenzierbar an der Stelle =z .

Genauer: fiir jede Folge (z,) mit z, — 0 muf I (x‘)”;)_f (#0) gogen ein

und denselben Wert konvergieren, der dann mit f(29) bezeichnet wird.

Bemerkung. Diejenigen Stellen 1z , an denen eine Funktion f(z)

differenzierbar ist, bilden den Definitionsbereich der (ersten) Ableitungs-
funktion f'(z) .

Beispiel. Die Betragsfunktion

T falls x > 0
flz) =zl = { —x fallsz <0

ist an allen Stellen xy stetig. f(x) ist an allen Stellen zy # 0 auch dif-
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ferenzierbar, wobei f'(zg) = 4+1 wennzy > 0 und f'(xy) = —1 wenn zy <
0.

An der Stelle zg = 0 ist die Funktion nicht differenzierbar. Betrachten

wir die beiden Nullfolgen z,, = % und z/, = —% , dann gilt

[Gotag)—flao) _ [()

Tn T

f(wo+xib/)—f(sco) fgco;;) _ _i 11

=1—+4+1 und

S=3I=

Beispiele.
e f(x)=c... const.

Wzﬁ:()%o fir Az - 0. Alsoist f'(x) =0 V.

o f(r)=kr+d

Alsoist f'(z) =k Vx.

. fla) =2
f(m+AAx;—f(w) _ (x+AA:r;2—x2 _ :c2+2xA:rXJEAx)2—m2 9t A — 25 fiir Az — 0

Also ist f'(z) =2z V.

° f(ZC)Z% , ¢ #0
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z—(x+Ax)
fla+Az)—f(z) _ m-&-lAw_% — _z(at+Az) —1
Azx - Az Az 7 z(z+Ax

Alsoist f'(z)=—% V.

€T

)—>—# fir Az — 0.

Weitere Beispiele.

o f(z)=2" ,neN | f(z)=na""
e fa)===2" ,neN | f(z)=—-nz"'=—-nly

o flz)=2% ,a€eR , fl(z)=ax*!

(a) f(z)=cg(x) ...cconst. , f'(z)=cqd(z)
(b) flz) =g(x) £ h(z) , fl(z)=g(x)£N ()
(c) f(x)=g(@)h(x) , [f(z)=g'(x)h(x)+g(x)h'(z) (Produktregel)

(d) flz) =g(h(z)) , f'(z)=g(h(x))- W(zx) (Kettenregel)

(e) flz)= % , f(z) = g/(x)h(?ng)(x)h/(x) (Quotientenregel)

Beispiele.
o f(z)=sinzx+2x'% | f'(z)=cosx+ 24x!!

o f(x)=sinz® |, f'(z)=cosaz? 2z =2z cosr?
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o f(z)=cos(e” +3z) , f'(z)=—sin(e” +3z) - (e" 2z +3)

o f(z) =5z =(ns*)" | fl(z)= —m cos 3 - 3
e’ e"(e " +2)—(e"+1)-—e™ " T ae—a
o fo) =5 flo) = SRR = B

Die sogenannten hoheren Ableitungen werden durch fortgesetzte Dif-
ferenziation gebildet.

f(x) = 4 f(2)
') = f'(@) = 5 @)

f”’(m) _ % ”(:C) — ng—;f(x) etc.

Beispiel. f(z) = e”
f(x) = '3
f(z) = e”’32232% + " 62 = e (92 + 6x)
() = e 322(9x* + 62) + e (362 + 6) = * (2725 + 542® + 6)

ete.

Kurvendiskussion.

Bei einer Kurvendiskussion werden wichtige Eigenschaften einer Funk-
tion untersucht, wie etwa Nullstellen, lokale Extrema, Monotonieverhalten,
Asymptoten etc.

Eine notwendige, allerdings nicht hinreichende Bedingung, fiir das Vor-
liegen eines lokalen Extremums an einer Stelle 1z, ist die Bedingung

f(xg) =0
Es gilt : Sei f'(x0) = f"(zo) = ... = f" V(z) =0 und fM(z9) #0 .
Ist n gerade, dann liegt an zy ein

lokales Maximum vor, wenn f(zy) < 0 ist, und ein
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lokales Minimum , wenn (" (zy) > 0 ist.

Ist n ungerade, dann liegt an zy ein Sattelpunkt vor.

Gilt in einem Bereich f'(x) > 0 (bzw. f'(z) <0), dann ist die Funktion
in diesem Bereich monoton steigend (bzw. monoton fallend).

Eine Stelle xy mit der Eigenschaft f”(zq) =0 und f"(x¢) # 0 heifit
Wendepunkt.

Bei einer Kurvendiskussion sind iiblicherweise folgende Daten zu bestim-
men:

e Definitionsbereich und Nullstellen

e Symmetrieeigenschaften (gerade oder ungerade Funktion)

Lokale Extrema und Wendepunkte

Asymptoten
Skizze

x2—4
z2-1 -

Beispiel. Gegeben sei f(x) =

e Definitionsbereich: jene z , fiir die der Nenner # 0 ist.
2> —1=0 = x =41 ... Nullstellen des Nenners.
Also Dy =R\ {-1,1} .

e Nullstellen: 22 —4=0 = z=—2 oder z =2

e Symmetrieeigenschafen: f(—z) = f(x) = f(x) ist symmetrisch
(gerade Funktion)

e Lokale Extrema: f'(x)= 25”(””2‘(;2:(1”;"2‘4)295 = (£26_xl)2

fi(x) =0 fir zp=0.

f”(LU) - e 71)(;26;”3'12)&93 —1)2 = 6<I(9;21—)I)%,4I = _(;28321;36
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Weil  f"(zg) > 0 ist, liegt an zp = 0 ein relatives Minimum vor,

F(0)=4.
Weil f"(x) #0 VYV x e Dy ist, gibt es keine Wendepunkte.

e Asymptoten:

vertikale Asymptoten an den Polstellen 2 = —1 und z =1
y
2 2

lim £=2 — — lim £=2 — 10
r——1- w21 ’ r——1t w21 +

. 24 : r2—4

lim &%= = +oo , lim %= = —00
z—=1- % 1+ ¥

horizontale Asymptoten ( lim f(z))

r—+00
) 2 ) 1-4
lim &=1 = lim = =1
T—+00 T—>+00 22
) 2_ ) -4
lim &= = lim —r =1
T——00 T——00 )
e Skizze:
¥
oY
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Differenzialgleichungen.

Eine gewohnliche Differenzialgleichung ist eine Gleichung, wo die Ableitun-
gen einer Funktion auftreten, z.B. v +y =10 .

Gesucht sind Funktionen y(z) , welche die Differenzialgleichung (identisch)
erfiillen (Lésungen der Differenzialgleichung).

In obigem Beispiel sind etwa y(xr) = sinz und y(x) = cosz zwei
verschiedene Losungen.

Allgemeine Form einer gewohnlichen Differenzialgleichung :

F(z,y,y,...,y™)=0 , n... Ordnung der Dgl.

Eine Differenzialgleichung der Form
Yy (@) + @ (2)y" V(@) + .+ a(@)y (2) + ag(x)y(x) = g(2)

heifit lineare inhomogene Dgl. n-ter Ordnung (homogen, wenn g(z) = 0).

Beispiel. xzy" — (22 + 1)y + €%y = cosx

ist eine lineare inhomogene Dgl. dritter Ordnung.

Die Losungsgesamtheit einer linearen homogenen Dgl n-ter Ordnung ist
durch

y(z) = Cry1(w) + Coya(r) + ... + Cryu(w)

gegeben, wobei C1,Cy, ..., C, € R beliebige Konstanten (Integrationskon-
stanten) sind und die Funktionen y(x),y2(x), ..., y,(z) linear unabhéngig
(siche Lineare Algebra) sind.

Die Losungsgesamtheit einer linearen inhomogenen Dgl setzt sich zusam-
men als Summe der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Dif-
ferenzialgleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen Dgl.

Bemerkung. Eine Differenzialgleichung hat also (falls iiberhaupt 16sbar)
stets unendlich viele Losungen. Eindeutig bestimmte Losungen ergeben
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sich durch die Hinzunahme von sogenannten Anfangsbedingungen und/oder
Randbedingungen.

In der Physik treten haufig Funktionen y(t) auf, wo ¢ die Zeit bezeichnet.
Die Ableitungen werden in diesem Fall oft in der Form ¢(t),4(t) etc.
geschrieben.

Wird y(t) als Ort zum Zeitpunkt ¢ interpretiert, dann ist g(t) (bzw.
§(t) ) die Geschwindigkeit (bzw. Beschleunigung) zum Zeitpunkt ¢ .

Beispiel. (Bewegung im Schwerefeld)
2(t)=—g , g...Erdbeschleunigung

Dies ist eine lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung. Einmalige In-
tegration liefert

Zt)=—gt+A , AR

Nochmalige Integration liefert

2(t)=—g5 +At+B , A/ BER

Legen wir nun als Anfangsbedingungen z(0) = hy, 2(0) = vy fest, dann
erhalten wir als eindeutig bestimmte Losung

2(t) = —g% + vot + hy

Beispiel. (Zerfalls- bzw. Wachstumsprozesse)

Die Anderungsrate einer Grofe ist proportional zur Grofe selbst.

Zerfall: N(t) = —CN(t) , C >0
Wachstum: N(t) = CN(t) , C >0
Die Losung ist im ersten Fall N(t) = Nye " | im zweiten Fall ist die

Losung N(t) = Nge .

Beispiel. (Schwingungsgleichung)
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mi = —kx , k...Federkonstante , z(t) ... Auslenkung

(Masse x Beschleunigung = — Federkonstante x Auslenkung)
= i:—%-x:—oﬂaj mit w = %

Die Losung dieser linearen Differenzialgleichung 2. Ordnung ist

x(t) = Acoswt + Bsinwt , A,B€eR

Gilt etwa 2(0) = 2o und %(0) = vy , dann kénnen wir daraus die
Konstanten A, B bestimmen.
rg=2x(0)=A

i(t) = —Awsinwt + Bwcoswt , vg=12(0) =Bw = B =%

Damit ist x(t) = ¢ coswt + L sinwt .
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4. Integralrechnung

b
In der Schulmathematik wird das bestimmte Integral [ f(z)dx sehr oft als

der (orientierte) Flacheninhalt zwischen der Kurve f(x) und der x-Achse

eingefiihrt.

Wir beobachten dabei auch, dass wir durch die Setzung
F(z) = [ f(t)dt

eine Funktion F(z) erhalten.

1. Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

F(zx) ist differenzierbar und F'(z) = f(z) .

Dies fithrt zum Begriff der Stammfunktion. Sei f(z) gegeben. Eine
Funktion F(x) heift Stammfunktion zu f(z) , wenn F'(x) = f(z)
ist.

Zwei Stammfunktionen Fi(z), F5(z) zu f(x) unterscheiden sich nur
durch eine additive Konstante, d.h. die Menge aller Stammfunktionen zu
f(z) kann in der Form F(z)+ C , C' € R geschrieben werden, wobei
F(x) eine spezielle Stammfunktion bezeichnet.

Die Menge aller Stammfunktionen zu f(z) nennt man auch das unbes-

32



timmte Integral von f(x) und man verwendet die Schreibweise

[ f(x)dx = F(x)+ C

Weiters gilt: Ist F(z) irgendeine Stammfunktion zu f(x) , dann ist

b

[ f(z)dx = F(b) — F(a)

a

Bemerkung. Differenziation und Integration sind in obigem Sinne zueinan-
der inverse Prozesse. D.h. ist eine Funktion F'(z) gegeben, dannist F(z)
eine Stammfunktion von F'(z) = f(x) . Dies erlaubt es, Stammfunktionen
von einer Reihe von Funktionen anzugeben.

Beispiel. Sei f(z) = 2? . Fiir die Funktion F(z) = % gilt offenbar
dass F'(z) = f(x) ist. Also ist

f:z:de:%3+C'

Bemerkung. Beziiglich der Integrationsgrenzen gelten folgende Rechen-
regeln

b c

ff(:r:)deer(x)d:c: [ f(z)dx

a

b a
J s = [ f(a)ds

flz)=c F(z) = cx
flz) = ka F(z) = 1ka?
fla) =a" F(z) =25
fla) = a* F(z) =Gy c# —1
fla)=1 F(z) =In|z|
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f(x) =sinx F(x) = —cosx
f(x) = cosx F(z) =sinx
Rechenregeln.

o [cf(x)dx=c[ f(x)dx
o [f(@)dz=f(z)+C

o [(f(x)+g(x))de = [ f(x)dz+ [g(x)dr (Summenregel)

o [f(z)d(x)dx = — [ f'(z
(partlelle Integratlon)

e [f(yg z)de = F(g(z))+C F... Stammfunktion von f
(Substltutlonsregel)

Bemerkungen.

(a) Das Verfahren der partiellen Integration folgt aus der Produktregel.
(fo) =fa+fg = fg=g)=Ff9= [fd=Ffg—[fyg
(b) Die Substitutionsregel folgt aus der Kettenregel.
(F(g( )))’ = F’(g( )9’(96) = fly(x))g'(z) =
= [ f(g x)dx

Beispiele.

1) [xe®dx
partielle Integration: f(x) =z, ¢'(x)=¢" = fl(x)=1, g(z)=¢€"
Also [ze*dr =xe” — [e"dx = xe* — e + C
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(2) [Inzde = [Inz-ldx
partielle Integration: f(z) =lnz, ¢'(z)=1 = f(z)=2, g(z)==
Also [Inzdr=zlhz— [1 2zdv=zlhz - [de=azlhz—2+C

(3) [cos*zdx (=1)

partielle Integration: f(x) =cosz , ¢'(z) =cosz =

f'(x) = —sinz , g(x) =sinz . Damit

I = [cos’xdr = sinzcosz + [sin*xdr = sinzcosz + [ (1 — cos? x)dx =

=sinxcosx +x — fcos2xd:1: =sinxcosx +x—1 =

2] =sinxcosxz +x bzw. I:%(SinfL‘COSI—l—l‘)—FC

(4) [ sin2zdx

Die Substitutionsregel wird in der Praxis wie folgt angewandt.

Substitution: z = g(z) =27 = % =g/ (v) =2 bzw. dz =2dr bzw.

dx
dx = %dz

Damit fsin2xdx = f%sinzdz = —%COSZ—{—C = —%0082x+C

(im letzten Schritt Riicksubstitution)
Bemerkung. Die Ausdriicke dx bzw. dz heiflen auch Differenziale.

(5) [xcosz?dx

dz

Substitution: z = 22 = = 2 bzw. %dz = xdx

Damit fa:costda::f%coszdz:%sinz+0=%sinx2+0

(6) f Sin(?;lnm)dx
dz 3

Substitution: z=3Inzxz = % = = bzw.

_ dz
= dz =

1
3 x

Damit f@dw = [4sinzdz = —3cosz+ C = —3cos(3Inz) + C
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Bemerkung. Bei der Anwendung der Substitutionsregel auf bestimmte
Integrale miissen die Grenzen mitsubstituiert werden. Oder man bestimmt
zuerst das unbestimmte Integral und setzt nach Rcksubstitution die ur-
spriinglichen Grenzen ein.

2
Beispiel. [ e*\/1+ e*dx
0
Substitution: z=1+¢e" = dz =¢e"dx
fir x=0:2=2, fir 1=2: 2=1+¢€?

14-€?

2
Damit Ofex\/l + evdr = 2f 212dz = 2232 ;re = 2((1 4 €?)%% — 23/2)

Weitere Beispiele und Integrationsmethoden.

° f 1—+—x2
Substitution: x =tanz = dx = COSQ ——dz
Wegen - +t21m2Z = 1+51m# = cos? z gilt
1?_5;2 than zcos2 dz-fdz-z—l—C—arctan:L‘—i—C
(arctan ist die Umkehrfunktion zu tan ) , (arctanx) = ﬁ
dx
e
Substitution: x =sinz = dr = coszdz
coszdz = | dz =2+ C = arcsinx + C
f \/1 sin? 2 f
(arcsin ist die Umkehrfunktion zu sin ) , (arcsinz) = 11_x2

e Bemerkung. Ist z(y) die Umkehrfunktion zu y(x) , dann folgt aus
der Kettenregel, dass

Sei etwa y(z) =sinx . Dann ist o = arcsiny und y'(z) = cosz .
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11 1 _ 1
x/(y) — y/(x) T cosz \/1—sin2w T \/1—y2

Umbenennung der Variablen z <+ y liefert (arcsinz) =

L I
X _ X
¢ f 2+4x+5 !I2+4x+4+1 - { (z+2)2+1

Substitution: z =z +2 = dz =dx

12 14

dx _ dz __ 4
f o~ arctan z|, = arctan 14 — arctan4

o [ = [z*sinzdx

Part. Int. : f'(z) =sinz , g(x) =2? = f(zr)=—cosz, ¢ (x) =2z
I =—a2?cosz + [ 2z coszdr

Part. Int. : f'(x) =cosz, g(z) =22 = f(z)=sinz, ¢(z) =2

2

I = —:E2cosx—|—2xsinx—f281nxdx = —x“cosx +2xsinx +2cosx + C

o [ = [e"cosxdx

Part. Int. : f'(x) =€, g(z) =cosz = f(x)=¢€", ¢(x) = —sinz
I =e"cosx+ [e"sinadx

Part. Int. : f'(z) =¢e*, g(z) =sinx = f(x)=¢", ¢ () =cosz

I = ezcosx—Fexsinx—fexcosxdx =e'cosx +efsinx — 1

Damit [ = % (cosx + sinx) +C

e
2

e Die Integration rationaler Funktionen erfolgt iiber Partialbruchzer-
legung. Hierbei treten bei der Integration eine Reihe von Typen auf, die
in Formelsammlungen gefunden werden konnen.

Beispiel. I = f(xﬂ)gwdx

X Cl
f(#) = ooy = 1 + G Tt o
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703_§

Wl

Koeffizientenvergleich ergibt C; = —% , Oy =

Also ist I = f (_%xil + %(az—i}lﬁ + %x£2)dx -
2 1 1 1 2 1 _ 2 1 2
=5/ mqde + 3 [ empde + 5 [ sde = —5h + 5L+ 513

L= [-2dr=In|z+1]

z+1
L= [ apds = — 5

Iy = [ Lde =In|z — 2|

Folglich ist [ = —2In|z+1|— 325 + 3In |z — 2|
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5. Vektorrechnung

Die allgemeine Theorie der Vektorrdume (deren Elemente ” Vektoren” heifien)
wird in der Vorlesung ”Lineare Algebra” behandelt. In diesem Kapitel be-
fassen wir uns mit den speziellen Vektorrdumen R? und R? .

Ein Tupel ( z > reeller Zahlen kann auf mehrere Arten interpretiert

werden. Zum einen kann es die Koordinaten eines Punktes in der Ebene
beschreiben.

(xy)

L 4

Andererseits wird dadurch eine Aquivalenzklasse von Punktepaaren
(x1,91) , (x2,y2) mit der Eigenschaft xo—x1 =z, yo—y1 = y beschrieben.
Dies fiithrt zur bekannten ” Pfeilschreibweise”.

(x2,y2)

et

(x1,y1)

¥

Der Vektor 7 = ( ;j ) kann damit auch als Ortsvektor des Punktes

(z,y) der Ebene aufgefasst werden.
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Bemerkung. Analoges gilt fiir den dreidimensionalen Raum R3 und
allgemeiner fiir den R" .

Grundlegendes. (veranschaulicht am R3)

0

e Nullvektor 0= | 0
0

e (Multiplikation mit Skalar, Addition, Subtraktion)

x AT
Ar=X-ly | =1 My , AeR
z Az
I I9 ZL‘1:EZI32
rnErn=y || 1w |=| nty
21 29 21:|:ZQ

e (Betrag bzw. Linge eines Vektors)
M=Vt 2 (= Va7 im R?)

Ein Vektor vom Betrag 1 heiflit Einheitsvektor.

Dabei gilt |A7] = |A||F] und |7 + 7| < |71 + |7

u r 7&6 ist ﬁf ein Einheitsvektor.

e Die Vektoren

1 0 0
G=a=(0] . g=a=1].a=a=[0
0 0 1

heifen auch die kanonischen Basisvektoren des R3 .
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x
Ein beliebiger Vektor 7= | y kann als ”Linearkombination” der ¢;

z
geschrieben werden:

r = :1351 +y€2+z€3

e Die Eintrage von Vektoren konnen auch Funktionen sein, z.B.

x(t) cost
)= y(t) (Beispiel: 7(t) = [ sint |)
z(t) el

Im obigen Fall wird dadurch etwa die Bahnkurve eines Teilchens beschrieben.

ai b1
e Das Skalarprodukt von ad = | a» und b= | by ist
as b3

6~5:a1b1+agbg+agbg eR

(@-b=ayb, + ashy im R?)

Eigenschaften:

—

i-b=0b-@,a (b+d=a-b+a-c¢, (\a)-b=\a-b)

Der Winkel o zwischen zwei Vektoren @,b #£ 0 ist erklart durch

S

jalle] -

L

COS ¢ =

Gilt @-b=0 dannist o= 5 und man schreibt a L b (@ ist normal

-,

bzw. orthogonal auf b)

Fiir die kanonischen Basisvektoren gilt €; L €; (i # j). Sie stehen also
paarweise normal aufeinander.

e Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) ist nur im R? definiert!
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a2b3 — a3b2

ixb=| agby —abs | €R?
a1by — asby
Es gilt
@ x b| = |@]|b| sin a
Gxb=—bxad
ix(b+d)=axb+axc

(Beweis der letzten Aussage:

asbs — azbo a
(6 X ) = a3b1 — albg . as =
a1by — asby as

= ay1a2b3 — ajazby + azaszby — ajagbs + ajaszby — azazby =0)

Zur analytischen Geometrie.

Durch die Gleichung 7= @+ b , A € R wird eine Gerade (in der Ebene
oder im Raum) beschrieben. Dabei ist @ der Ortsvektor eines Punktes
der Geraden und b der Richungsvektor der Geraden.

A heiflit auch der Geradenparameter.

o

Betrachten wir eine Gerade im R? |, dann kénnen wir durch Elimination
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des Parameters A\ eine parameterfreie Darstellung der Geraden angeben.

F=G+ A\ le. (x):(“1)+x<bl> bzw.
) as by

x:a1—|—>\b1, y:CL2+)\b2

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit by , die zweite Gleichung mit
—b; und addieren die beiden Gleichungen, dann erhalten wir

box — b1y = a1by — asb; . (parameterfreie Darstellung)

Im Falle von b; # 0 erhalten wir die Form y = kz 4 d , wobei

_ b_2 _ _ale—Clth
k—bl und d = Byl

Bemerkung. Sind zwei Punkte ( ?Zjl ) und ( 52 ) der Ebene gegeben,
1 2

dann erhalten wir durch die Setzung a = ( e ) und b = ( L2 =21 )
! Y2 — U1

eine Parameterdarstellung = a-+ Ab der die beiden Punkte verbindenden
Geraden.

Die Gleichung 7= @+ A\b+ ué , @,b,¢ € R3 beschreibt eine Ebene im
Raum. Sie ist durch einen Punkt und zwei (linear unabhéngige) Richtun-
gen festgelegt.

A, i sind die Ebenenparameter.
. . B B fi
Offenbar gilt 7 (bx¢) = @-(bx¢) und mit der Setzung bxc= f = | fo
[

und d=a-(bx &) erhalten wir

T ]?2 fix + foy + fsz =d (parameterfreie Darstellung).

Ist umgekehrt eine parameterfreie Darstellung fiz+ foy+ f3z = d gegeben,
dann bestimmen wir die Ortsvektoren von drei Punkten a , p, ¢ der
Ebene , die nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen.
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Durch die Setzung b= p—da, ¢ =q—da erhalten wir eine Parameter-
darstellung der Ebene

F=ad+ Mo+ uc.
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6. Einige weitere wichtige Objekte

Kombinatorik

Frage: Wieviele Anordnungen von n verschiedenen Objekten gibt es?
Antwort: n!l=12..... (n—1).n (n-Fakultat bzw. n-Faktorielle)
Per definition gilt: 0! =1

Ol=1,1l=1,21=2,3=6, 41 =24, 5! =120, 6! =720 etc.
(starkes Wachstum!)

Bemerkung. Definieren wir eine Funktion f(n) = (n—1)! auf der Menge
N, dann hat diese Funktion offenbar die Eigenschaft f(n+1) =nf(n) .

Diese Funktion kann geeignet auf R fortgesetzt werden und fiithrt dann
zum wichtigen Begriff der Gamma-Funktion ['(z).

Frage: Wieviele k-elementige Teilmengen einer n-elementigen Menge gibt
es?

Antwort: (Z) — ”'(”_1)"k‘!(”_k+l) = k!(ﬁk)! (Binomialkoeffizient)

Sprechweise: "n iiber £k”

Offenbar gilt

=0 @=0=1. ()=0")=n

Die Binomialkoeffizienten tauchen auch bei der Berechnung von (a + b)"
auf. Multiplizieren wir diesen Ausdruck aus, konnen wir nach dem Koef-

fizienten von a" *b* fragen.
(a+0)0° =1
(a+b)l=a+b

(a+b)? =a*+2ab+?
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(a+0)° = a®+ 3a®b+ 3ab® + b’
(a +b)* = a* + 4a®b + 6a2b* + 4ab® + b*  ete.

Die auftretenden Koeflizienten kann man in der Form des Pascal’schen
Dreiecks anschreiben

Des weiteren beobachten wir, dass der Koeffizient von a"*b* in den
angefiihrten Fallen (Z) ist. Dass dies stets so ist, kann mittels vollstandiger

Induktion (siehe spéter) bewiesen werden und heifit

Binomischer Lehrsatz. (a+b)" = > (})a" "b"
k=0

Speziell fir a =b=1 und a=1, b= —1 ergeben sich die wichtigen
Identitaten

0= (~14() = () -

k=0

Beispiel. Gewinnchancen beim Lotto 76 aus 45”

Es gibt () = 24418424140 _ 3145060 Moglichkeiten bei einer Ziehung.

Somit betragt die Gewinnchance fiir 6 Richtige 1 : 8145060 .
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Vollstandige Induktion

Héufig haben wir es mit Aussagen A(n) tber natiirliche Zahlen zu tun.
Dabei wollen wir wissen, ob die vorliegende Aussage fiir alle n € N bzw.
fur alle n € N ab einem Index n( richtig ist.

Die Uberpriifung fiir einige n ist kein Beweis, dass die Aussage fiir alle
n richtig ist.

n

Beispiel. Betrachte Y  k=142+4+3+...+n

k=1
1
n=1 Y k=1=1%
k=1
2 2.3
n=2 SNk=1+2=3=2

i
I

S

I

w
M)

k=1+2+3=6=2!

i
I

k=1+4+2+43+4=10=12

3

I

W
Mq;

e
I
—_

n
Wir vermuten nun, dass > k = n(n;) V n € N und missen diese
k=1

Vermutung natiirlich erst noch beweisen.

Der Beweis mittels vollstandiger Induktion wird mit folgenden Schrit-
ten gefiihrt:

e Induktionsanfang: Die Aussage A(n) ist fir n=1 (bzw. n = ny)
richtig.

e Induktionsvoraussetzung: A(n) ist richtig.
e Induktionsbehauptung: A(n+ 1) ist richtig.

e Induktionsbeweis: Aus der Giiltigkeit von A(n) folgt die Giiltigkeit
von A(n+1).
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n(n+1)

5 fir n=1

In obigem Beispiel haben wir uns tiberlegt, dass > k =
k=1
n(n+1)
2

richtig ist. Nun nehmen wir an, dass > k = richtig ist, und miissen

k=1

n—|—1)2(n—|—2) gllt .

n+1
daraus folgern, dass > k =
k=1

(Die Aussage A(n+ 1) ergibt sich aus der Aussage A(n) dadurch, dass
n durch n+1 ersetzt wird.)

Der eigentliche Induktionsbeweis ist in diesem Fall

n+1
+1 _ n(n+1)42(n+1) _ (n+1)(n+2
Zk—Zk—i—(n—l—) nntl) | (n 4 1) = 2l)iedl) (el nd?)

Beispiel. Man beweise Z k? = w VneN
k=1

1
n=1: Zk2:1 ; 123 =1 richtig!

Annahme: Zk2 M ist richtig.

n+1

Behauptung: kzl k? = ”+1)("+62)(2"+3) ist richtig.

ey (n+1)(2n+1)
Beweis: Z k* = Z P+ (n+1)P2 =" 4 (n+1)2 =
_ n(n+D)@2n+1)+6(n+1)2  (n+1D)[n2n+1)+6(n+1)] _ (n+1)(2n24+Tn+6)
- 6 - 6 - 6 -
_ (n4+1)(n+2)(2n+3)
- 6

Beispiel. (Bernoulli Ungleichung)

Man beweise (1 +z)" > 14nz fir > -1, 2#0 und n>2.

Induktionsanfang n =2: (1+x)2 =1+ 2x + 2% > 1+ 2z ist richtig,
weil 22 >0 .
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Annahme : (1+2)" > 1+ nx ist richtig.
Behauptung : (1 +2)"™' > 1+ (n+ 1)z ist richtig.

Induktionsbeweis : (1+z)"™ =1+ z)"(1+2z) > (1 +nz)(l +2) =
=l+z+nz+n*>1+z+nz=1+(n+1)z

(Richtig, weil 142 >0 und nz? > 0)
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